
Ïðàêòèêóì èç Ìàòåìàòèêå 2 � 9. 6. 2022.

Óíèâåðçèòåò ó Áåîãðàäó � Åëåêòðîòåõíè÷êè ôàêóëòåò

Èìå è ïðåçèìå: Áðîj èíäåêñà:

1. 2. 3. 4. 5. Ñóìà 1 Ñóìà 1 Ñóìà 2 Ñóìà 3 Ñóìà

Òåñò òðàjå 45 ìèíóòà. Ñâàêè çàäàòàê âðåäè 1 áîä.

1. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíå èíòåãðàëå:

(à)

∫
dx

x2 + 4x+ 4
;

(á)

∫
dx

x2 + 4x+ 5
.

2. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
dx

x2 + 4x+ 3
.

3. Îäðåäèòè íåîäðå¢åíè èíòåãðàë∫
ln(2x)dx

x ln(4x)
.

4. Ñâåñòè èíòåãðàë

∫
dx

sinx cosx
íà èíòåãðàë

ðàöèîíàëíå ôóíêöèjå, êîðèñòå£è ñìåíó:

(à) t = sinx; (á) t = tg x.

5. Èçðà÷óíàòè îäðå¢åíè èíòåãðàë∫ 1

−1
(1− |x|)(sinx+ cosx) dx.
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6. 7. 8. 9. 10. Ñóìà 2

6. Èçðà÷óíàòè âåëè÷èíó ïîâðøèíå äåëà ðàâíè

êîjè îãðàíè÷àâàjó êðèâå y = x2 è y =
√
x.

7. Âåëè÷èíà çàïðåìèíå òåëà íàñòàëîã ðîòàöè-

jîì êðèâå y =
2√

x2 + 4x+ 3
, y ∈ [0, 3] îêî x-îñå

jåäíàêà jå:

(à)π ln 2; (á)π ln 3; (â)π ln 4; (ã)π ln 1
3 ;

(ä)íèjåäíîì îä ïîíó¢åíèõ îäãîâîðà.

8. Èñïèòàòè êîíâåðãåíöèjó íåñâîjñòâåíèõ èíòå-

ãðàëà:

(à)

∫ 1

0

1

x
dx; (á)

∫ +∞

1

1

x
dx;

(â)

∫ 1

0

1

x2
dx; (ã)

∫ +∞

1

1

x2
dx.

9. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å äèôåðåíöèjàëíå

jåäíà÷èíå

cos y sinx y′ = − sin y cosx,

x, y ∈
(
0, π2

)
.

10. Îäãîâàðàjó£îì ñìåíîì ñâåñòè Áåðíóëèjåâó

äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó

y′ − x y = x3 y2

íà ëèíåàðíó äèôåðåíöèjàëíó jåäíà÷èíó ïðâîã

ðåäà.
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11. 12. 13. 14. 15. Ñóìà 3

11. Îäðåäèòè ðåàëíå êîíñòàíòå a è b òàêî äà

yp = a x + b áóäå jåäíî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å

äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå

y′′ − 7y′ + 12y = 12x+ 17.

12. Îäðåäèòè îïøòå ðåøå»å íåõîìîãåíå

ëèíåàðíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå äðóãîã

ðåäà ñà êîíñòàíòíèì êîåôèöèjåíòèìà

y′′ − 7y′ + 12y = 12x+ 17.

13. Èñïèòàòè äà ëè jå ðåä

+∞∑
n=1

32n+1

7n
.

êîíâåðãåíòàí. Äåòà§íî îáðàçëîæèòè îäãîâîð.

14. Îäðåäèòè ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå

ñòåïåíîã ðåäà

+∞∑
n=1

n!
(x
n

)n
.

15. Èñïèòàòè äà ëè jå òà÷íà jåäíàêîñò

+∞∑
n=0

(ln 3)n

n!
7n = 37.

Äåòà§íî îáðàçëîæèòè îäãîâîð.
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� Ðåøå»à �

1. Èìàìî äà jå:

(à)

∫
dx

x2 + 4x+ 4
=

∫
dx

(x+ 2)2
= − 1

x+ 2
+ C;

(á)

∫
dx

x2 + 4x+ 5
=

∫
dx

(x+ 2)2 + 1
=

{
t = x+ 2
dt = d (x+ 2) = dx

}
=

∫
dt

t2 + 1
= arctg t+ C = arctg (x+ 2) + C.

2. Èìàìî äà jå

∫
dx

x2 + 4x+ 3
=

∫
dx

(x+ 2)2 − 1
=

{
t = x+ 2
dt = d (x+ 2) = dx

}
=

∫
d t

t2 − 1
=

1

2

∫
t+ 1− (t− 1)

t2 − 1
d t =

1

2

(∫
d t

t− 1
−
∫

d t

t+ 1

)
=

1

2
(ln |t− 1| − ln |t+ 1|)+C =

1

2
ln

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+C =

1

2
ln

∣∣∣∣x+ 1

x+ 3

∣∣∣∣+ C.

3. Èìàìî äà jå

∫
ln(2x)dx

x ln(4x)
=

∫
(ln 2 + lnx)dx

x (ln 4 + lnx)
=

{
t = lnx

dt =
dx

x

}
=

∫
ln 2 + t

ln 4 + t
dt =∫

ln 4 + t− ln 2

ln 4 + t
dt = t− ln 2 ln | ln 4 + t|+ C = lnx− ln 2 ln | ln(4x)|+ C.

4. Èìàìî äà jå

∫
dx

sinx cosx
=

∫
sinx dx

sin2 x cosx
=

{
t = cosx
dt = − sinx dx

}
= −

∫
dt

t (1− t2)
.

Òàêî¢å âàæè

∫
dx

sinx cosx
=

∫
cosx dx

sinx cos2 x
=

{
t = sinx
dt = cosx dx

}
=

∫
dt

t (1− t2)
.

Äà§å èìàìî äà jå

∫
dx

sinx cosx
=

∫
cosx dx

sinx cos2 x
=

{
t = tg x

dt =
dx

cos2 x

}
=

∫
dt

t
.

Jîø jåäàí íà÷èí äà ñå îâàj èíòåãðàë ñâåäå íà èíòåãðàë ðàöèîíàëíå ôóíêöèjå jåñòå êî-

ðèø£å»åì ñìåíå t = tg
x

2
. Äîáèjàìî

∫
dx

sinx cosx
=

∫
dx

2 sin x
2 cos

x
2

(
cos2 x

2 − sin2 x
2

) =

∫
dx

2 tg x
2 cos

4 x
2 (1− tg2 x

2 )
=


t = tg

x

2

dt =
dx

2 cos2 x
2

 =

∫ (
1 + t2

)
dt

t (1− t2)
.

5. Èìàìî äà jå

∫ 1

−1
(1−|x|)(sinx+cosx) dx =

∫ 1

−1
(1−|x|) sinx dx+

∫ 1

−1
(1−|x|) cosx dx. Èíòåãðàë∫ 1

−1
(1− |x|) sinx dx jå jåäíàê 0 ïîøòî jå ïîäèíòåãðàëíà ôóíêöèjà íåïàðíà, à èíòåðâàë èíòåãðà-

öèjå ñèìåòðè÷àí ó îäíîñó íà êîîðäèíàòíè ïî÷åòàê. Äà§å âàæè äà jå

∫ 1

−1
(1 − |x|) cosx dx =

2

∫ 1

0
(1 − x) cosx dx = 2

∫ 1

0
cosx dx − 2

∫ 1

0
x cosx dx =

{
u = x, d v = cosx dx,
du = dx, v = sinx

}
=

2 sinx

∣∣∣∣1
0

− 2x sinx

∣∣∣∣1
0

+ 2

∫ 1

0
sinx = −2 cosx

∣∣∣∣1
0

= 2− 2 cos 1.
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6.

Îäðåäèìî ïðâî òà÷êå ïðåñåêà êðèâèõ y = x2 è y =
√
x.

Èìàìî äà àïñöèñå ïðåñå÷íèõ òà÷àêà çàäîâî§àâàjó jåäíà-

÷èíó x2 =
√
x, òj. x4 = x, x ≥ 0. Ïðåìà òîìå, ïðåñå÷íå

òà÷êå ñó (0, 0) è (1, 1). Òðàæåíà âåëè÷èíà jåäíàêà jå âðåä-
íîñòè èòåãðàëà

P =

∫ 1

0

(√
x− x2

)
dx =

(
2
√
x3

3
− x3

3

)∣∣∣∣1
0

=
2

3
− 1

3
=

1

3
.

7.

Òðàæåíà âåëè÷èíà jåäíàêà jå âðåäíîñòè èòåãðàëà

P = 4π

∫ 3

0

1

x2 + 4x+ 3
dx = 2π ln

∣∣∣∣x+ 1

x+ 3

∣∣∣∣ ∣∣∣∣3
0

= 2π

(
ln

2

3
− ln

1

3

)
= π ln 4.

Òà÷àí îäãîâîð jå (â).

8. Âàæè äà jå

(à)

∫ 1

0

1

x
dx = lim

a→0+

∫ 1

a

1

x
dx = ln 1− lim

a→0+
ln a = ∞;

(á)

∫ +∞

1

1

x
dx = lim

b→+∞

∫ b

1

1

x
dx = lim

b→+∞
ln b− ln 1 = ∞;

(â)

∫ 1

0

1

x2
dx = lim

a→0+

∫ 1

a

1

x2
dx = −1 + lim

a→0+

1

a
= ∞;

(ã)

∫ +∞

1

1

x2
dx = lim

b→+∞

∫ b

1

1

x2
dx = − lim

b→+∞

1

b
+ 1 = 1.

Èíòåãðàëè ó ïðèìåðèìà (à), (á) è (â) ñó äèâåðãåíòíè. Èíòåãðàë ó ïðèìåðó (ã) jå êîíâåðãåíòàí

è âðåäíîñò ìó jå 1.

9.Ó ïèòà»ó jå äèôåðåíöèjàëíà jåäíà÷èíà ïðâîã ðåäà êîjà ðàçäâàjà ïðîìåí§èâå. Çàèñòà, óêîëèêî

ïîäåëèìî jåäíà÷èíó cos y sinx y′ = − sin y cosx ñà sinx sin y äîáèjàìî ctg y dy + ctg xdx = 0.
Èíòåãðà§å»åì äàòå jåäíàêîñòè äîáèjàìî

∫
ctg y dy +

∫
ctg xdx = C, îäíîñíî∫

cos y

sin y
dy +

∫
cosx

sinx
dx = C,

è ðåøå»å ln sin y + ln sinx = C, òj. sinx sin y = Ĉ.

10. Ñìåíîì z = y−1, z′ = −y−2 y′, jåäíà÷èíó y′ − x y = x3 y2, ñâîäèìî íà ëèíåàðíó äèôåðåíöè-

jàëíó jåäíà÷èíó z′ + x z = −x3.

11. Ïðâè è äðóãè èçâîä ôóíêöèjå yp = a x + b ñó y′p = a è y′′p = 0. Çàìåíîì äàòèõ èçðàçà ó

jåäíà÷èíó y′′ − 7y′ +12y = 12x+17 äîáèjàìî −7 a+12 a x+12 b = 12x+17, îäàêëå ñëåäè äà jå

a = 1 è b = 2. Îäãîâàðàjó£å ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å äàòå jåäà÷èíå jå yp = x+ 2.
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12. Îïøòå ðåøå»å íåõîìîãåíå ëèíåàðíå äèôåðåíöèjaëíå jåäíà÷èíå äðóãîã ðåäà ñà êîíñòàíòíèì

êîåôèöèjåíòèìà y′′−7y′+12y = 12x+17 jåäíàêî jå çáèðó îïøòåã ðåøå»à îäãîâàðàjó£å õîìîãåíå
äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′′ − 7y′ + 12y = 0 è ïðîèçâî§íîã ïàðòèêóëàðíîã ðåøå»à íåõîìîãå-

íå. Îïøòå ðåøå»å õîìîãåíå äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′′ − 7y′ + 12y = 0 îäðå¢ójåìî ïîìî£ó

êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå λ2− 7λ+12 = 0. Kîðåíè äàòå êàðàêòåðèñòè÷íå jåäíà÷èíå ñó λ1 = 4
è λ2 = 3. Îäãîâàðàjó£à ïàðòèêóëàðíà ðåøå»à ñó y1 = e3x è y2 = e4x. Îïøòå ðåøå»å õîìîãåíå
äèôåðåíöèjàëíå jåäíà÷èíå y′′ − 7y′ +12y = 0 je yh = C1 y1 +C2 y2 = C1 e

3x +C2 e
4x. Âèäåëè ñìî

ó ïðåòõîäíîì çàäàòêó äà jå jåäíî ïàðòèêóëàðíî ðåøå»å íåõîìîãåíå äèôåðåíöèjaëíå jåäíà÷èíå

yp = x+ 2. Ïðåìà òîìå, »åíî îïøòå ðåøå»å jå y = yh + yp = C1 e
3x + C2 e

4x + x+ 2.

13. Îïøòè ÷ëàí ðåäà jåäíàê jå 3

(
32

7

)n

= 3

(
9

7

)n

, ïà jå

+∞∑
n=1

32n+1

7n
= 3

+∞∑
n=1

(
9

7

)n

. Ïîñëåä»è

ðåä jå äèâåðãåíòàí êàî ãåîìåòðèjñêè ðåä ñà êîëè÷íèêîì
9

7
≥ 1. Ñàìèì òèì, jå è ðåä

+∞∑
n=1

32n+1

7n

äèâåðãåíòàí.

14. Íåêà jå an =
n!

nn
. Èìàìî äà jå∣∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣∣ = n!

nn
·
(n+ 1)n+1

(n+ 1)!
=

(n+ 1)n+1

nn(n+ 1)
=

(
n+ 1

n

)n

=

(
1 +

1

n

)n

îäàêëå íàëàçèìî äà jå òðàæåíè ïîëóïðå÷íèê êîíâåðãåíöèjå äàòîã ðåäà

R = lim
n→+∞

∣∣∣∣∣ an

an+1

∣∣∣∣∣ = lim
n→+∞

(
1 +

1

n

)n

= e.

15. Êàêî jå ex =

+∞∑
n=0

xn

n!
çà ñâàêî x ∈ R, ñëåäè äà jå ax = eln ax = ex ln a =

+∞∑
n=0

lnn a

n!
xn, çà a > 0,

a ̸= 1. Çà a = 3 è x = 7 äîáèjàìî 37 =
+∞∑
n=0

lnn 3

n!
7n. Äàêëå, íàâåäåíà jåäíàêîñò jå òà÷íà.
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